Sily wewnetrzne - zwigzki rozniczkowe

WeZzmy dowolny fragment belki obciazony wzdluz osi obciazeniem n(x) oraz poprzecznie
obciazeniem q(x).
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Na powyzszym rysunku zwroty obciazen sa zgodne z dodatnimi zwrotami osi ukladu
wspolrzegdnych, w zadaniach tak skierowane obciazenia bgdziemy traktowac jako dodatnie. Ze
wzgledu na to, ze w mechanice budowli wigkszo§¢ obciazen pionowych pochodzi od sit
grawitacyjnych, przyjmuje si¢ zwrot osi y w dot.

Wytnijmy z takiego fragmentu element o dtugosci dx, wplyw odcigtych fragmentéw zastepujac
sitami wewngtrznymi skierowanymi zgodnie z konwencja znakéw sit wewngtrznych (na rysunku
przedstawiono dodatnie zwroty). Mozna przyja¢, ze na dlugosci tego elementu obciazenia
zewngtrzne maja warto$¢ stata. Sity wewngtrzne, podobnie jak obcigzenie, sa w tym przypadku
funkcjami wspotrzednej x.
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Liniami przerywanymi zostaly oznaczone wektory wypadkowych obcigzenia n(x) oraz q(x).

Zapiszmy réwnania rownowagi tego elementu:

Zsz—N(x)+n(x)dx+N(x+dx):0
ZPy=—T(x)+q(x)dx+T(x+dx):0

ZMOZM(x)+T(x)dx—q(x)dx;1—x—M(x+dx)=0



Zauwazmy, ze w ostatnim rownaniu wystgpuje sktadnik

dx _q(x), v
glx)de S =L ax)
ktéry mozemy pominaé ze wzgledu na wyrazenie dx podniesione do kwadratu (potocznym
jezykiem: pomnozenie dx przez dx jest rownowazne z wzigciem bardzo matej czgsci bardzo male;j
liczby, czyli pomijalnej bez narazenia si¢ na bledy).

Przeksztalcenie rownan rownowagi:
n(x)dx=N(x)—N (x+dx)

qg(x)dx=T(x)—T(x+dx)
T(x)dx=M (x+dx)—M (x)

_ N(x+dx)—N(x)
n(x)=— o
q(x):_T(x+d;))C—T(x)
T(x):M(x—i—dz’))c—M(x)

Poréwnajmy rownania z ostatniego uktadu ze wzorem na pochodna funkcji y(x).

y(x+Ax)—y(x)

g M
Otrzymujemy stad:
n(x)=—N"'(x)
q(x)==T"(x)
T(x)=M'(x)

Powyzsze wzory pokazuja bezposredni zwiazek migdzy dowolnym obciazeniem a sitami
wewngtrznymi.

Scalkowanie réwnan daje zwiazki najczesciej uzywane przy szukaniu sit wewngtrznych:

N(x)z—fn(x)dx
T(x)z—fq(x)dx
M(x)=[ T(x)dx

Jesli na samym poczatku przyjelibySmy przeciwny zwrot osi x (zwroty obciazenia pozostaly
niezmienione):
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otrzymaliby$my nastgpujace zwiazki:

Wynika stad, ze jesli wyrazimy obciazenie dziatajace na belke w postaci funkcji rozniczkowalnych
(przynajmniej przedziatami), to wystarczy te funkcje scatkowac zeby otrzymaé wartosci sit
wewngtrznych w dowolnym punkcie.

Calki w ostatnim ukladzie rownan sa catkami nieoznaczonymi, stad w rozwigzaniach pojawia si¢
stale, ktore wyznaczy¢ nalezy z warunkow brzegowych. Najczgsciej w tym celu szuka sig¢ wartosci
sit wewngtrznych na poczatku lub koncu belki, a w przypadku réznych wzoréw funkcji obciazenia
na réznych fragmentach belki — poroéwnuje si¢ wartosci sit wewnetrznych w miejscu “styku”
przedziatow.

W og6lnym przypadku moze si¢ zdarzy¢, ze koniec belki moze by¢ obciazony skupionymi sitami
normalnymi i tnacymi oraz skupionym momentem zginajacym.

W latwy sposdb mozna wykazaé, ze niezaleznie od wartosci i rozktadu obciazenia q(x) oraz n(x),
jezeli belka pozostaje w rownowadze, wartosci sit wewngtrznych na poczatku 1 koncu belki sa
nastepujace:

N(0)=u, N(L)=u,
T(0)=v, T(L)=v,
M(0)=m, M(L)=m,

Nalezy pamigta¢ o tym, Zze na powyzszym rysunku (jak rdwniez na poprzednich) przedstawione sa
dodatnie zwroty sit.

Bezposrednie uzycie zwiazkow rézniczkowych rzadko daje rezultaty szybsze niz tradycyjne
podejscie. Jednak trzeba wiedzie¢ o tym, ze zwiazki rdzniczkowe polaczone z tradycyjnym
podejsciem daja mozliwo$¢ sprawdzenia, a nawet stworzenia przy obliczeniach zredukowanych do
minimum, wykreséw sit wewnetrznych.

Ponizsze tabele pokazuja, jak wygladaja sity wewngtrzne w zaleznosci od obciazenia zewngtrznego.
Zwiazki te daja si¢ tatwo pokaza¢, dlatego zostal do nich dodany tylko niezbgdny komentarz bez
podania wyprowadzen.



n(x)=0

lub

Gdy na belk¢ nie dziala zadne
obciagzenie wzdluz osi, wykres sit
normalnych ma stala wartos¢
(dodatnia, ujemna, w szczegdlnosci
réowna 0).
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W danym punkcie przylozona jest
osiowa sita skupiona. Powoduje ona
skok na wykresie sil normalnych w
dot lub w gore zaleznie od zwrotu
(odpowiednio w prawo lub w lewo).

n(x)=n=const

Na odcinku dlugosci L dziala
obcigzenie state n. Jego wypadkowa
ma warto$¢ nL.

Wykres sit normalnych jest na tym
odcinku linig prosta, catkowity skok
wykresu jest rowny wypadkowej
obcigzenia.

lub

Nie ma obciazenia poprzecznego.
Sity tnace maja stata warto$¢ (réwna
zero, dodatnia, ujemna). Momenty
sa odpowiednio funkcja stalg
rosnaca, malejaca.

Uwagi:

1. warto$¢ sity tnacej decyduje tylko
o charakterze wykresu momentow, a
nie o wartosciach.

2. na wykresie momentoéw wartos$ci
odklada  si¢  przeciwnie  do
konwencji: ,,+” na dole, ,-” na
gorze. Wynika stad, ze wykres jest
zawsze po stronie rozciaganej.




q(Xo)=P

W danym punkcie przylozona sita
skupiona prostopadta do osi.

Na wykresie sit tnacych pojawia sig
skok o warto$¢ dziatajace; sity.

W tym przypadku na lewo i prawo
od sily nie ma rzadnych obciazen,
wigc sity tnace sa stale. Idac dalej,
momenty sa prostymi rosnacymi lub
malejacymi zaleznie od znaku sity

tnacej.
Niezaleznie od znaku sity tnacej na
wykresie momentow Zawsze

pojawia si¢ ostre  zalamanie,
»zgodne” z  dzialaniem  sily
skupione;j.

q(x)=qg=const
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Obciazenie stale roztozone na
dlugosci L. Wykres sil tnacych
zmienia si¢ liniowo, calkowita
zmiana ma warto$¢ wypadkowej
obciazenia. Wykres momentéw ma
ksztatt  paraboli 2.  stopnia,
wybrzuszonej ,,zgodnie z dzialaniem
obciazenia”.

W miejscu, gdzie zerujq si¢ sily
tnace, momenty maja  swoje
maksimum (minimum).

Na granicy belki bez obciazenia i z
obcigzeniem statym wykres
momentow stycznie przechodzi z
linii prostej w parabolg.

Parabola jest wybrzuszona tak, jakby
,»poddawata” sig¢ dziataniu
obcigzenia.
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Moment skupiony przytozony w
danym punkcie.

Takie obciazenie nie wplywa na
ksztalt wykresu sit tnacych.

Jest to jedyna sytuacja, w ktorej na
wykresie momentéw  zginajacych
pojawia si¢ skok o warto§¢ momentu
skupionego.




Uwaga: powyzsza tabela nie wyczerpuje wszystkich mozliwo$ci obciazenia 1 wszystkich wariantow
wykresow sit wewngtrznych. Pokazany jest jedynie charakter wykresy zaleznie od obciazenia.

Podsumowanie:

Sity normalne:

- wykres staly przy braku obciazenia osiowego

- skoki wykresu tylko przy obcigzeniu skupionym

- przy stalym obciazeniu ciaglym wykres liniowy

Sity tnace:

- wykres staly przy braku obciazenia poprzecznego

- skoki wykresu tylko przy obcigzeniu skupionym

- przy stalym obciazeniu ciaglym wykres liniowy
Momenty zginajace:

- wykres staly przy zerowych sitach tnacych

- wykres liniowy przy statej sile tnace;j

- wykres paraboliczny przy liniowo zmiennej sile tnacej
- ekstrema przy zerowych sitach tnacych

- zalamania tylko w miejscach przylozenia sit skupionych (w innych miejscach — styczne przejscie)
- skoki tylko przy momentach skupionych

- wykres momentéw ,,poddaje si¢” dzialajacemu obciazeniu



