Przyktad 1.
Dana jest belka:
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Poda¢ wykresy NTM.
Niezaleznie od sposobu rozwiazywania zadania, zacza¢ nalezy od zastapienia podpor reakcjami. Na

czas obliczania reakcji mozna zastapi¢ obciazenie ciagte wypadkowymi przytozonymi w $rodkach
cigzkosci “pol obcigzenia™.
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Za{piszmy 1 rozwiazmy réwnania rownowagi (dodatnie zwroty jak na powyzszym rysunku):
P.=6+H;=0

D M, =6%2+8%3—R*%4=0

> M,=R,x4—6x2—8x1=0

H,=—6 kN
R,=9 kN
R,=5 kN

spr.
> P,=—R,+6+8—R,=—5+6+8-9=0 OK




Ostatecznie otrzymujemy belke, na ktora dziata zrownowazony uktad sit. Do obliczeh momentéw
potrzebne jest przyjecie spodu belki, a takze oznaczenie miejsc, w ktorych zmienia si¢ charakter
obcigzenia:
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I sposob obliczenia sit wewngtrznych — klasyczne podejscie.

Przedziat A-1
Rozetnijmy belke w dowolnym punkcie przedzialu A-1 przekrojem o i wprowadzmy w tym miejscu
sity wewnegtrzne o zwrotach zgodnych z konwencja znakow:
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Zmienna x; zmienia swoje warto$ci od 0 (pkt. A) do 2m (pkt. 1).
W celu wyznaczenia warto$ci sit N, T, M zapiszmy réwnania rownowagi lewej strony przekroju
(dodatnie zwroty j.w.):

Y. P =3x+N=0
> P,=—5+T=0
> M =5x,~M=0

Potozenie przekroju jest zmienne, okreslone wspotrzedna x,, wigc sity wewngtrzne sa jej funkcjami:
N (x,)=—3x, [kN |

T(x,)=5 [kN]
M (x,)=5x, [kNm]
x,€(0,2)

Wyznaczmy warto$ci sit wewngetrznych na koncach przedziatu:
N(x,=0)=—3%0=0 N(x,=2)=—3%2=—6 kN
T(x,=0)=T(x,=2)=5kN

M(x,=0)=5%x0=0  M(x,=2)=5%2=10 kNm




Przedzial B-1
Rozetnijmy belk¢ w dowolnym punkcie przedzialu B-1 przekrojem f 1 wprowadzmy w tym
miejscu sity wewngtrzne o zwrotach z%i)ldnych z konwencja znakow:
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Zmienna x; zmienia swoje warto$ci od 0 (pkt. B) do 2m (pkt. 1).
W celu wyznaczenia wartosci sit N, T, M zapiszmy rOwnania rownowagi prawej strony przekroju
(dodatnie zwroty j.w.):

> P.=—N—-6=0

D P =—T+4x%x,—9=0

ZMﬁ=M+4*x2%2—9*x2=0

Polozenie przekroju jest zmienne, okreslone wspotrzedna x,, wige sity wewngtrzne sa jej funkcjami:
N(x,)==6 [kN]

T(x,)=4x,—9 [kN |

M (x,)=—2x,"+9x, [kNm]

x,€(0,2)

Wyznaczmy wartosci sit wewngtrznych na koncach przedziatu:

N(x,=0)=N(x,=2)=—6 kN

T(x,=0)=—9 kN T(x,=2)=—1kN

M(x,=0)=0 M (x,=2)=10 kNm

Na podstawie tych r6wnan mozna narysowac wykresy sit wewngtrznych:
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IT sposdb obliczenia sit wewngtrznych — zwiazki rézniczkowe.

Rozpoczynamy od swobodnej belki, na ktora dziataja rownowazace si¢ sity. Wprowadzimy dwa
uktady wspohrzednych xiy 1 xoy odpowiednio do przedzialu A-1 oraz B-1. Istotne jest to, ze
pierwszy z tych uktadow jest prawoskretny, a drugi lewoskretny.
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Przedziat A-1.
Uktad wspotrzednych prawoskretny, obowiazujace zwiazki rozniczkowe:

N(x)z—fn(x)dx

T(x)z—fq(x)dx
M(x)=f T(x)dx

Okres$lmy funkcje obciazen:
n(x,)=3 kN/m
q(x,)=0
Wartosci sit wewngtrznych w punkcie A postuza jako warunki brzegowe funkcji sit wewngtrznych
niezbedne do wyznaczenia statych:

N(x,=0)=0
T(x,=0)=5 kN
M (x,=0)=0

Wyznaczenie funkcji sit normalnych:
N(xl)z—f n(xl)dxlz—f 3dx,=—3x,+C,
N(x,)=—3x,+#C, AN (x,=0)=0 = —-3%0+C,=0 = C,=0
N (x,)==3x, [kN]

Wyznaczenie funkcji sit tnacych:
T(xl):_f q<xl)dx1:_f 0dx,=C,
T(x,)=C, AT (x,=0)=5 = C,=5
T(x,)=5[kN]
Wyznaczenie funkcji momentdéw zginajacych:

M(xl)ZIT(xl)deZI5dx1:5X1+C3
M (x,)=5%,+C, A M(x,=0)=0 = 5%0+C,=0 = C,=0
M (x,)=5x, [kN]



Przedziat B-1.
Uktad wspotrzednych lewoskretny, obowiazujace zwiazki rozniczkowe:
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M (x) =—fT

n(x,)=0

q(x,)=4 kNIm
Wartosci sit wewnetrznych w punkcie B postuza jako warunki brzegowe funkcji sit wewngtrznych
niezbedne do wyznaczenia stalych:

N(x,=0)=—6 kN

T (x,=0)=—9 kN

M(x,=0)=0
Wyznaczenie funkcji sit normalnych:
N(x,)=|n (xz)dxzzf 0dx,=C,
N(x,)=C,A N(x,=0)=—6 = C,=—6
N(x,)=—6[kN |

Okreslmy funkcje obciazen:

Wyznaczenie funkcji sit tnacych:

T(xz)Z_r q(xz)dx2=f 4dx,=4x,+C;
T(x,)=4x,+C;A T (x,=0)=—9 = 4%0+C,=—9 = C,=-9
T(x,)=4x,—9 [kN |
Wyznaczenie funkcji momentow zginajacych:
M (x))=—[ M (x,)dx,=— [ (4x,—9)dx,=—2x,"+9x,+C
M (x,)==2x,"+9%,+C, A M (x,=0)=0 = —2%0°+9%0+C,=0 = C,=0
M (x,)=—2x,"+9x, [ kN ]

Jak wida¢, uzyskane funkcje obciazen sa identyczne jak poprzednim rozwiazaniu, wykresy zostana
tym razem pominigte.



III sposéb - “przewidywanie” wykresu.

Obciazenie osiowe:

a) bierzemy pod uwagg tylko obciazenia dzialajace wzdtuz osi

b) odczytujemy wartosci na koncach belki. Analizujemy obciazenie na dlugosci belki: tam, gdzie

mamy do czynienia z obciazeniem statym dziatajacym “w prawo”, wykres bgdzie funkcja liniowa
malejaca. Tam, gdzie obciazenia nie ma, wykres bedzie staty.

¢) na dtugos$ci nie ma obcigzen skupionych, wigc nie bedzie skokow wykresu. Otrzymany wykres
pokrywa si¢ ze wczesniejszymi rozwigzaniami.

b).

Sity tnace 1 momenty zginajace (od obciazenia poprzecznego):

a) bierzemy pod uwagg tylko obciazenia dzialajace poprzecznie do osi

b) zaznaczamy na wykresach wartosci sit wewngtrznych na koncach belki. Analizujemy obciazenie
na dlugosci belki: tam, gdzie obciazenia nie ma, wykres sil tnacych ma wartos¢ stata, a momenty sa
funkcja liniowa. W miejscu przytozenia obciazenia skupionego wykres sit tnacych ma skok o
warto$¢ obciazenia, a wykres momentow ostre zagigcie. Tam, gdzie obciazenie ma stala wartos¢
wykres sil tnacych jest funkcja liniowa, a wykres momentow jest parabola. W miejscu zerowania sit
tnacych wykres momentéw ma ekstremum.

¢) tworzymy ostateczne wykresy pamigtajac o tym, ze nie moga na nich wystepowaé¢ dodatkowe
skoki. Sila tnaca zeruje si¢ tylko w jednym miejscu na dhugosci, stad tylko jedno ekstremum
momentow. W przedziale, gdzie wystepuje obciazenie stale nie ma zerowych sit tnacych, dlatego
parabola nie ma maksimum lokalnego.
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Ostatnig ,,zagadka” jest warto$¢ momentdéw w punkcie 1. Zeby ja wyznaczyé wystarczy zsumowagé
momenty od sit dzialajacych z lewej lub prawej strony przekroju. Nie trzeba w tym miejscu
zastanawiac si¢ nad konwencja znakow, znak momentéw wynika z wykresu.

> ME=5%2=10kNm

D> M{=9%2-8%1=10kNm
Jak wida¢, w miejsce ,,?” nalezy stawi¢ 10 kNm.

Wszystkie 3 metody daly jednakowe rezultaty. Pierwsza z nich (klasyczne podejscie) stosowac jest
najlatwiej, po prostu trzeba zapisa¢ rownania rOwnowagi rozcigtych czgsci. Drugie podejscie
(zwiazki rézniczkowe) pozwala wyznaczy¢ sity wewnetrzne od nietypowego obciazenia (np.
opisanego funkcja sinus). Natomiast trzeci wariant wymaga wprawy, ale po jakim$ czasie daje
szybkie rezultaty, niezbedne przede wszystkim w pozniejszych przedmiotach, jak mechanika
budowli (uktady statycznie niewyznaczalne).



