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1 Wstep

Przedmiotem rozwazan jest wyprowadzenie wzoréw na geometryczne momenty

bezwladnosci dla tréjkata o dowolnych wierzchotkach (rys.1). Uzyte zostana w

tym celu wspétrzedne barycentryczne!.
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Rysunek 1:

W uktadzie kartezjanskim geometryczne momenty bezwladnosci definiuje sie
jako calki powierzchniowe:

Moment bezwtadnosci wzgledem osi x: I, = // y2dA (1)
A

Moment bezwladnosci wzgledem osi y: I, = / / z?dA (2)
A

Dewiacyjny moment bezwladnosci: I, = / / xydA (3)
A

W literaturze nazywane takze wspétrzednymi powierzchniowymi



2 Wspodlrzedne barycentryczne

W kartezjanskim ukladzie wspélrzednych kazdy punkt na plaszczyznie lokali-
zowany jest przy pomocy pary liczb (z,y), ktére sa odpowiednio odleglosciami
punktu od osi y oraz x. Natomiast we wspélrzednych barycentrycznych poloze-
nie punktéw opisywane jest w odniesieniu do wspoélrzednych pewnego symplek-
su? - w naszym przypadku: tréjkata.

W celu ich zdefiniowania laczymy dowolny punkt wewnatrz tréjkata z wierz-
chotkami (rys.2). Uzyskujemy w ten sposéb trzy pola powierzchni - Ay, Ay, As.
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Rysunek 2: Podzial tréjkata na pola

Tlorazy tych pdl z polem calkowitym tréjkata (A = Ay + As + A3) beda sta-
nowi¢ bezwymiarowe wspétrzedne, jednoznacznie lokalizujace wybrany punkt.
Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

_ A1
&= a (4)
6= "2 5)
&= (6)

Zatem kazdy punkt ma przypisane 3 wspélrzedne (€1, &2,&3) (rys.3).
Zwiazek miedzy wspolrzednymi barycentrycznymi a kartezjanskimi ma po-
staé:
x = 2161 + 226y + 7383 (7)
Y =181 + Y282 +ysés (8)

a po uwzglednieniu zaleznosci &, + & + &3 = 1 i eliminacji zmiennej &£3:
r = 2181 + 22bs + 73(1 — &1 — &2)
Yy =181 + y2b2 +y3(1 — & — &2)

2W matematyce zbiér wypukly bedacy uogélnieniem tréjkata i czworo$cianu na dowolna,
przestrzen liniows.

9)




2(0,1,0)

X

>

Rysunek 3: Wspélrzedne barycentryczne punktéw charakterystycznych

Pokazemy teraz wielkoSci niezbedne do przeprowadzenia catkowania po po-
wierzchni tréjkata. Jako zmienne niezalezne bedziemy traktowaé &; oraz &s.
Reprezentacje rézniczki pola dA wzgledem tych zmiennych przedstawiono na
rys.4. Przyjmujemy, ze Lq jest dlugoscia boku 1 a Hj jest odpowiadajaca mu
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Rysunek 4: Rézniczka pola we wspoétrzednych barycentrycznych

wysokoscig tréjkata. Dzielimy tréjkat na paski o wysokosci H1d&; rownolegte do
boku 1. Na takim pasku zmienna £; ma stalg warto$é. Wartosci te dla kolejnych
paskow zmieniaja sie od 0 do 1. Natomiast zmienna & w obrebie pojedynczego
paska przyjmuje warto$ci od 0 na boku 2 do 1 — &; na boku 3. W takim pasku
wyrézniamy réwnolegtobok o podstawie dlugosci L1dé;. Jest on rézniczka pola.

dA = Hyd¢, - Lidéy = 2AdE dés (10)

Uwzgledniajac dodatkowo zaleznoéé (9) otrzymujemy wzoér na caltke po obszarze



tréjkata:
1 ,1-8
//f(%y)dA:?A / / F@(€n,6) (6, &))dedes (1)
% 0 0

gdzie
2(&1,82) = 1161 + 26 + w3(1 — & — &2)

Y(&1,62) = y1&1 +y282 +ys(1 — &1 — &2)

3 Momenty bezwltadnosci

Mozemy przystapié¢ do wyprowadzenia wzoréw na momenty bezwladnosci. Zgod-
nie z definicja (3) oraz wzorem (11) otrzymujemy:

Iw://deA:
A

1 ,rl-&
B 2A/o /o (y1€1 + y2&o + ys(1 — & — &))%d&dés =

A
=5 [y2 + 93 +y3 +yiye + yiys +yoys]  (12)

Analogicznie obliczamy I, oraz I,. Otrzymujemy nastepujace wyrazenia:

A
I, = 3 [y + y5 +y3 + y1ye + y1ys + y2us) (13)
A
I, = 5 [xf + xg + :cg + x1x0 + 2123 + xgxg] (14)
A
Iy = D) 22191 + 2x2y2 + 223y3 + T1y2 + T1y3 + Toyr + T2Y3 + T3y + T3Y2]
(15)
Powyzsze rownania mozna przeksztalci¢ do postaci:
A 2 2 2
I, = D [(y1 +y2)° + (y2 +y3)* + (y1 + y3)7] (16)
A
Iy = E [( 1+ 1’2)2 —+ (1’2 + 1’3)2 —+ (ZL’l + 1'3)2] (17)
A
Loy = 54 (1 + 22)(y1 + y2) + (v2 + 23)(y2 + y3) + (21 +23)(y1 +y3)], (18)
gdzie
1
A= l@2 —2)(ys —y1) = (w3 = 21)(y2 = 1)) (19)

jest polem trojkata.
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